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1 はじめに
『原論』は，紀元前3世紀頃にユークリッドによって編纂された数学書である。数学の公理的体
系の完成形とみなされて，2000年以上もの間，幾何学の教科書として用いられてきた（[1, 2, 3]
参照）。中世以降は数学の発展に伴い，『原論』は様々な見直しがなされた。最も有名な例は，第
5公準（平行線公理）を否定することで，非ユークリッド幾何学という新たな数学が生まれた
ことである。また，現代数学の基準で見ると，『原論』の記述には厳密性を欠いている部分があ
る。ヒルベルト [4] は，1899年に『幾何学基礎論』によって，ユークリッド幾何学の公理的体系
を再構成して，厳密な幾何学の体系を構築した。ヒルベルトによって，現代数学におけるユー
クリッド幾何学は完成されたといえるが，ヒルベルトの論理展開は『原論』のそれとは異なっ
ている。最も違うのは，ヒルベルトの公理には円の概念がなく，『原論』で円を利用して証明さ
れる幾つかの命題を，初めから公理として仮定している点である。
本稿では『原論』に沿ったユークリッド幾何学の再構成を行う。『原論』の 5つの公準は，意
味を解釈し直して，その価値を明らかにするとともに，ユークリッドが言及していなかった公
理を付け加える形で，公理系の補完を行うことを目的とする。
2 『原論』と『幾何学基礎論』
『原論』（第 1巻）では初めに 23の定義，5つの公準，9つの公理が列挙され，それらを元に
48の定理が証明される。これらを本稿では，それぞれEd1～23，Ep1～5，Ea1～9，Et1～48と
表す。9つの公理は，今日多くの本では 5つに整理されている。
• 公準（Postulate）
Ep1 与えられた２点を通る直線を引くこと
Ep2 与えられた直線を延長すること
Ep3 与えられた点と半径で円を描くこと
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Ep4 全ての直角は等しい
Ep5 １本の直線が２本の直線と交わり，同じ側の内部に作る角の和が二直角より小さい
とき，これら２本の直線を延長すると，角の和が二直角より小さい側で交わる
• 公理（Axiom）
Ea1 同じものに等しいものは等しい
Ea2 等しいものに等しいものを加えた和は等しい
Ea3 等しいものから等しいものを引いた差は等しい
Ea7 互いに重なり合うものは等しい
Ea8 全体は部分より大きい
Ea9 ２つの線分は面積を囲まない
なお，公準に先立って，点，直線，角，直角，円などの基本的な用語が先に定義されている
（Ed1～Ed23）。『原論』の記述で，数学的に厳密でないとされる点を以下に列挙する。
(1) 点とは部分をもたないもの（Ed1），線には幅はなく長さがある（Ed2），直線はまっす
ぐな線（Ed4）などは定義になっていない。
(2) ある点が他の２点の「間にある」とか，直線を挟んだ「反対側にある」といった用語が意
味付けなしに使われている。
(3) 直線と直線，円と直線，円と円が交わる理由が説明されていない。
(4) 互いに重なり合うものは等しい（Ea7）は，「合同」の定義と考えられるが，どのように図
形を移動して重ね合わせるのかが不明確。
(5) 第 4公準（Ep4）の使用箇所が明らかでなく，不要ではないか？
ヒルベルトは，『幾何学基礎論』（第 1章）[4] において，ユークリッド幾何学の厳密な再構成
を行った。そこでは，5種類の公理群が列挙され，32の定理が証明される。公理群は，結合公理
（I1～I3），順序公理（II1～II4），合同公理（III1～III5），平行線公理（IV），連続性公理（V1
～V2）の 15の公理からなる（空間幾何に関する結合公理 I4～I8は除く）。これらの公理と定理
を，本稿ではそれぞれ，HaI1～HaV2，Ht1～Ht32と表記する。ヒルベルトの公理系では，点
や直線といった基本的な概念は，無定義用語として扱われ，公理でその関係性だけが規定され
る。合同も無定義の同値関係として扱われ，線分と角の合同が公理で規定される。『原論』で
厳密でない論法で証明されていた三角形の二辺挟角（SAS）合同条件は，定理ではなく，公理
（HaIII5）とされた。さらに，連続性公理によって，ユークリッド平面が本質的に実数平面R2
と同値であることが規定され，公理系がカテゴリー的であることが保障された（Ht32）。
福井大学教育・人文社会系部門紀要（自然科学　数学編），1，201696
3 ユークリッド幾何学の再構成
3.1 結合公理と順序公理
ヒルベルトの公理系のうち，結合公理と順序公理と呼ばれる公理群（HaI,HaII）は，『原論』
の公準 Ep1, Ep2にそれぞれ対応しており，本稿でもそのまま踏襲する。
公理 1 平面とは，点と直線の集まりで，点と直線には「点Aが直線 l上にある」（直線 lは点
Aを通る）という関係があり，次を満たすものである。
(1) 直線は，少なくとも２点を通る
(2) 平面には，同一直線上にない点が少なくとも３点存在する
公準 1 任意の異なる２点に対して，それらを通る直線が唯一つ存在する（図 1）
公理 1はヒルベルトの公理HaI3である。公準 1は，『原論』の Ep1に，２点を通る直線の唯
一性（Ea9）を統合したもので，ヒルベルトの公理ではHaI1,HaI2に対応する。
図 1: 直線AB
図 2: 線分の延長
公準 1から，任意の異なる２直線の共有点は高々１点であることがわかる。２直線が共有点
を持つとき，２直線は交わるといい，共有点を交点という。共有点がない２直線は平行という。
『原論』で意味付けなしに使われている「間にある」という言葉は，無定義用語として次の
「間の公理」（HaII1,Ht4）で規定される（Ht4はHaII3をやや強めた命題で実質は同じ）。
公理 2 平面の３点のうち１点が他の２点の間にあるという関係があり，次が成り立つ。
(1) BがA,Cの間にあるとき，A,B,Cは同一直線上の異なる３点で，BはC,Aの間にある
(2) 一直線上の異なる３点に対して，そのうち１点のみが他の２点の間にある
定義 1 (線分) 異なる２点A,B に対して，A,BおよびA,Bの間にある点の集まりを線分AB
と呼び，A,Bをその端点と呼ぶ。
『原論』Ep2は，直線が延長できることを述べている。『原論』では「直線」とは線分のこと
を指しているので，この命題は，線分の延長線上に点が存在すること（HaII2）と解釈できる。
公準 2 線分の延長上に点が存在する（図 2）
西村：原論に沿ったユークリッド幾何学の再構成 97
公準 2より，直線上には無限個の点が存在することが導かれる。また，次の公理 3と組み合
わせることで，直線の稠密性「任意の２点の間に点が存在すること」（Ht3）も証明できる。
次の「平面分割の公理」は，直線同士の交点の存在を保障するものである。
公理 3 平面から直線 lを除いた部分は，「側」と呼ばれる２つの部分に分かれ，次が成り立つ
（図 3）。
(1) 同じ側の２点を結ぶ線分は直線 lと交わらない
(2) 異なる側の２点を結ぶ線分は直線 lと交わる
図 3: 平面の分割 図 4: パシェの定理
定理 3.1 (パシェの定理) 三角形ABCとその頂点を通らない直線 lに対して，lが辺AB上の
間の点 P を通るとき，lは辺AC,BCのいずれか一方とのみ交わる（図 4）。
証明 直線 lは線分ABと交わるので，A,Bは lに関して異なる側にある。直線 lは点 Cを通
らないので，CはA,Bのどちらかと同じ側に属する。CがAと同じ側にあるとき，公理 3か
ら，線分ACは lと交わらず，線分BCは lと交わる。CがBと同じ側にあるときも同様。□
ヒルベルトの公理系 [4]では，パシェの定理を公理HaII4としており，公理 3は定理Ht8とし
ている。実際この２つは同値な命題であるが，本稿では [2]に従い，公理 3を公理として採用す
る。以上の結合公理・順序公理によって，次の命題が証明できる（[5, 命題 7.2]）。
定理 3.2 (直線の分離) 直線 lから直線上の点Oを除いた部分は，「側」と呼ばれる２つの部分
に分かれ，次が成り立つ。
(1) 同じ側の２点の間にOはない
(2) 異なる側の２点の間にOがある
定義 2 (半直線・半平面) 直線 l上の点Oについて，Oに関するそれぞれの側に点Oを付け加
えた部分を半直線といい，Oをその端点という。直線 lで分けられた平面のそれぞれの側に，直
線 lを付け加えた部分を半平面という。
福井大学教育・人文社会系部門紀要（自然科学　数学編），1，201698
定理 3.2より，３点A,B,C が一直線上にあり，BがA,Cの間にあるとき，線分AB,BCは
端点B以外に共有点はなく，共に線分 AC に含まれる（図 5）。このような線分の包含関係を
AB < AC, BC < ACと表すと，この大小関係は推移律を満たす（Ea8に相当）。またこのと
き，線分ACは線分AB,BCの和といい，AB + BC = ACと表す。または線分BCはACか
らABを除いた差といい，AC − AB = BC とも表す。
図 5: 線分の大小と和・差
図 6: 角 図 7: 角の大小と和・差
定義 3 (角) Oを端点とする半直線 OA,OB（ただし O,A,B は同一直線上でないとする）に
対して，直線OAに対して半直線OBのある側の半平面をH1，直線OBに対して半直線OAの
ある側の半平面をK1 とするとき，H1 ∩K1 を半直線OA,OB のなす角といい，∠AOB で表す
（図 6）。∠AOB に対して，点Oを頂点，半直線OA,OB を辺，∠AOB から辺と頂点を除いた
部分を内部，平面から∠AOB を除いた部分を外部という。
※上記の角の定義は，度数法で 0◦ < θ < 180◦ の範囲のみを角とみなしているが，O,A,B が同
一直線上にある場合，A,BがOに関して同じ側にあるとき半直線OAを零角といい，A,Bが
異なる側にあるとき直線AOBで分けられた半平面の一つを平角と呼んで，角とみなす場合も
ある。また，角の外部に辺を加えた部分（優角）も角とみなすことで，0◦ ≤ θ ≤ 360◦ の範囲ま
で角の概念を拡張することもできる。『原論』では，単に「角」といった場合は，狭義の角を指
すが，「角の和」を考えるときには，広義の角を考えており，本稿もその流儀に従う。
角の定義と公理 3から，∠AOBの内部の点Cを通る半直線OCがあるとき，∠AOC,∠BOC
は半直線OC以外に交わりはなく，共に∠AOBに含まれる（図 7）。このような角の包含関係を
∠AOC < ∠AOB, ∠BOC < ∠AOBと表すとき，この大小関係は，推移律を満たす（『原論』Ea8
に相当）。またこのとき，∠AOB = ∠AOC+∠BOC（角の和），または∠AOB−∠AOC = ∠BOC
（角の差）と表す。
次の命題はパシェの定理からただちに導かれる（[5, 命題 7.3]）。
定理 3.3 (横木定理) 角AOB の内部の点Dについて，半直線ODは線分AB と交わる
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3.2 円の公理と合同公理
ヒルベルトの公理系 [4] では，合同公理と呼ばれる公理群（HaIII1～HaIII5）があり，線分と
角の合同を規定しているが，円の概念がない。本稿では，『原論』の論理展開に合わせて，円を
利用して合同公理に相当する命題を構成する。
公理 4 線分あるいは角 a, bに対して，「合同（a ≡ b）」という関係があり，次が成り立つ。
(1) 合同は同値関係である。i) a ≡ a, ii) a ≡ b, a ≡ c ならば b ≡ c
(2) 線分の差 a− b = c, a′ − b′ = c′について，a ≡ a′, b ≡ b′ならば c ≡ c′
(3) 線分 a, bに対して，a < bならば a ̸≡ b
『原論』では，「合同」を「等しい」と表現しており，公理 4(1)(2)(3)は，それぞれEa1, Ea3,
Ea8に対応している。また『幾何学基礎論』では，(1)は線分についてはHaIII2，角については
Ht19に対応している。(2)は差の代わりに和（Ea2）について，HaIII3で規定している。(3) は
HaIII1から示せるので，公理としては定めていない。
定義 4 (長さ・角度) 線分の合同類を長さ，角の合同類を角度と呼ぶ。平面内の２点A,Bに対
して，線分ABの長さをAとBの距離という。
※本稿では，線分ABの長さをABと表し，∠Aの角度を (∠A)と表すことにする。すなわち，
AB = CD ⇔ AB ≡ CD, (∠A) = (∠B)⇔ ∠A ≡ ∠B とする。
定義 5 (円) ある１点 Oから，一定の距離にある平面上の点の集合 Γを円と呼ぶ。このとき，
点Oを円 Γの中心，中心と円上の点の距離を半径と呼ぶ。
『原論』Ep3では，「任意の点と距離で円を描くこと」が要請されているが，点集合としての
円の存在は定義から自明である。実は，『原論』の円の定義（Ed15）では，円を単なる点集合で
はなく「線で囲まれた平面図形」と定めており，そのような図形の持つ性質が暗に要請されて
いると解釈できる。
公準 3 平面から円Γを除いた部分は，内部（中心がある側）と外部と呼ばれる２つの領域に分
かれ，以下が成り立つ（図 8）。
(1) 内部の点を通る任意の直線は，円 Γとちょうど２点で交わる
(2) 他の円∆が，円 Γの内部と外部にまたがるとき，２つの円 Γ, ∆は交わる
公準 3は，佐々木 [2]の公理X(1)(2)と似ているが，(2)では少なくとも１点の交点しか仮定
していないなど，やや弱い命題となっている。ハーツホーン [5]では公準 3(2)のみを「円の公
理 E」としており，公準 3(1)は [5, 命題 11.6] で証明される。公準 3(1)から，円の中心Oを通
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図 8: 円と直線・円の交点 図 9: OP と OAの大小比較
る直線は，中心を挟んだ反対側にある２点と交わることがわかる（同じ側の２点と交わると仮
定すると公理 4(3)に矛盾する）。また，２つの円が点集合として同じであれば，それらの中心
と半径は同じであることも示される（[5, 命題 11.1]）。
中心O，半径OAの円Γを固定する。平面上の任意の点P に対して，半直線h = OP は，円Γ
と１点A′で交わる（図9）。このとき，OA ≡ OA′であって，OP < OA′, OP = OA′, OP > OA′
のいずれか１つのみが決まり，それぞれの場合を OP < OA, OP = OA, OP > OA と表す
と，点Oから，平面内の全ての点までの距離の大小が比較可能になる。このとき，円 Γの内部
はOP < OA を満たす点 P 全体であり，外部はOP > OA を満たす点 P 全体として表せる。
公準 3を仮定することで，『原論』の定理 Et1, Et2の証明は正当化される。
補題 3.4 任意の２点A,B から等距離にあり，直線AB上にない点Oが存在する。
証明 A,Bを中心とする半径ABの２円の交点をOとすればよい。交点の存在は公準 3(2)で
保障され，交点が直線AB上にないことは公理 4(3)からわかる。□
定理 3.5 点Oを端点とする半直線 h と線分ABが任意に与えられたとき，OP ≡ AB を満た
す点 P が半直線 h上に唯一つ存在する。
証明 補題 3.4より，CO = CA を満たし，直線 OA上にない点 C が存在する（図 10）。中
心 A，半径 AB の円 Γと，半直線 CAの交点で，Aに対して C と反対側にある点を Dとし，
中心 C，半径 CDの円 ∆と，半直線 COの交点を E とする。CE = CD, CO = CA かつ
OE = CE − CO,AD = CD − CAであるから，公理 4(2)よりOE ≡ AD ≡ ABが成り立つ。
中心O，半径OEの円Θ と半直線 hの交点をP とおけば，OP ≡ ABである。また，条件を満
たす点 P ′が P 以外にあると仮定すると，OP < OP ′ またはOP > OP ′ だが，公理 4(1)から
OP ≡ OP ′ となり，公理 4(3)に矛盾する。□
※上の定理で，A,Bの間の点Xに対して，AX ≡ OY を満たす半直線 h上の点を Y とすると，
Y はO,P の間にあることが容易に示せる。
定理 3.5（Et2）は，『幾何学基礎論』では公理HaIII1とされている。定理 3.5を適用すること
により，任意の２つの線分の長さが比較できる。すなわち，線分AB,CDに対して，半直線CD
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図 10: 与えられた長さを半直線上に取る
上に，CP ≡ ABを満たす点 P を取ることで，CP > CD, CP = CD, CP < CDに応じて，
AB > CD, AB = CD, AB < CDと定義する。また，半直線ABの延長上に，BQ ≡ CDを
満たす点Qを取ることで，AB +CD = AB +BQ = AB + BQ = AQ で長さの和を定義する。
このとき，次の性質が示され，そこから（線分の長さに関して）『原論』公理Ea2, 4～6が全て
導かれる（証明は省略）。
定理 3.6 線分の長さ a, b, c, a′, b′に対して，以下が成り立つ。
(1) 全順序性：a > b, a = b, a < bのいずれか１つのみが成立する。
(2) 推移律：a < b, b < cならば a < c
(3) 長さの和が正しく定義される：a = a′, b = b′ならば a+ b = a′ + b′
(4) 交換律：a+ b = b+ a
(5) 結合律：(a+ b) + c = a+ (b+ c)
(6) 正性：a+ b > a
(7) 可差律：a > b のとき，cが唯一つ存在して a = b+ c （このとき c = a− bと表す）
三角形の合同の定義は，ヒルベルトの公理系 [4]を踏襲する。
定義 6 (三角形の合同) ２つの三角形ABC, A′B′C ′が合同であるとは，対応する辺と角が全て
合同，すなわちAB ≡ A′B′, BC ≡ B′C ′, CA ≡ C ′A′, ∠A ≡ ∠A′, ∠B ≡ ∠B′, ∠C ≡ ∠C ′ が
成り立つときをいう。このとき△ABC ≡ △A′B′C ′と表す。
三角形の二辺挟角（SAS）合同条件は，『原論』Et4において「重ね合わせの方法」で証明さ
れているが，この論法は厳密性に欠ける。ヒルベルトは，弱い SASを公理HaIII5としており，
本稿もこれに従う。
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公理 5 ２つの三角形ABC, A′B′C ′ が，AB ≡ A′B′, AC ≡ A′C ′, ∠A ≡ ∠A′ を満たすとき，
∠B ≡ ∠B′ が成り立つ。
公理5から，二等辺三角形の底角が等しいこと（Et5=Ht11），および三角形の二辺挟角（SAS）
合同条件（Et4=Ht12）がただちに証明できる。
定理 3.7 (二辺挟角相等) ２つの三角形ABC, A′B′C ′が，AB ≡ A′B′, AC ≡ A′C ′, ∠A ≡ ∠A′
を満たすとき，△ABC ≡ △A′B′C ′ が成り立つ。
定理 3.7 を利用して，角の合同についての多くの性質が証明される（[4, 5]参照）。
∠BAC を角とする。Dを Aに関して C と反対側にある直線 AC 上の点とする。このとき，
∠BAD は∠BACの補角と呼ばれる。
補題 3.8 ∠BAD,∠B′A′D′ をそれぞれ∠BAC,∠B′A′C ′ の補角とする。∠BAC ≡ ∠B′A′C ′ で
あるとき，∠BAD ≡ ∠B′A′D′ である。
系 3.9 ２直線が交わってできる対頂角は合同である
定理 3.10 角 a, b, c, a′, b′, c′に対して，次が成り立つ。
(1) 角の和 a+ b = c, a′ + b′ = c′ について，a ≡ a′, b ≡ b′ ならば c ≡ c′
(2) 角の差 a− b = c, a′ − b′ = c′ について，a ≡ a′, b ≡ b′ ならば c ≡ c′
『原論』では，補題 3.8はEt13, Et14に相当し，系 3.9はEt15，定理 3.10は（角についての）
Ea2, Ea3に対応する。これらの命題の証明については，補題 3.8はHt14，定理 3.10(1)はHt15，
(2)は [5, 演習問題 9.1]等を参照。
以上の準備の下で，『原論』Et9, Et10の証明が正当化できる。
定理 3.11 与えられた角を二等分する半直線が唯一つ存在する。
証明 ∠AOB が与えられたとする。Oを中心とする任意の半径の円を描き，角の２辺との交点
を改めてA,Bとおくことで，OA ≡ OBと仮定してよい。線分AO の延長に任意の点 Cを取
り，A,Bを中心とし，ACを半径とする２つの円は，公準 3からある点Dで交わる。OA < AC
より，DはOとは異なる点である。
(i) Dが ∠AOB の内部にあるとき（図 11）：△OAB と△DAB はそれぞれ二等辺三角形よ
り，∠OAB ≡ ∠OBA, ∠DAB ≡ ∠DBA が成り立ち，定理 3.10より，∠OAD ≡ ∠OBDがわ
かる。二辺挟角相等（定理 3.7）より，△OAD ≡ △OBD 従って∠AOD ≡ ∠BOD であり，半
直線ODは∠AOBの二等分線である。
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(ii) Dが∠AOBの外部にあるとき（図 12）：(i)と同様に，∠AOD ≡ ∠BOD が成り立つ。線
分DO の延長に点Eを取ると，∠AOE,∠BOEはそれぞれ∠AOD,∠BODの補角であるから，
補題 3.8より，∠AOE ≡ ∠BOE となり，半直線OEは∠AOBの二等分線である。
∠AOBの２等分線と線分ABは交わり，その交点は線分ABの中点となることが示せる（定
理 3.12）。中点の一意性より，角の二等分線も一意的である。□
図 11: 角の２等分１ 図 12: 角の２等分２ 図 13: 中点
定理 3.12 任意の線分に対して，中点が唯一つ存在する。
証明 補題 3.4 による，A,Bから等距離にある点を Cとする（図 13）。定理 3.11より∠ACB
の二等分線が存在し，横木定理（定理 3.3）より線分ABと交わるので，その交点をMとする。
二辺挟角相等（定理 3.7）より△ACM ≡ △BCM であるから，AM ≡ BM すなわちM は
ABの中点である。線分ABの中点が，MとM ′の２点あると仮定すると，M ′はA,Mの間か，
M,Bの間のいずれかである。前者とすると，AM ′ < AM ≡ BM < BM ′ かつAM ′ ≡ BM ′ と
なり，定理 3.6(2)に矛盾する。従って，線分の中点は一意的である。□
『原論』では，定理 3.11（Et9）は，後述する定理 3.18（Et8）を利用して証明されるが，上
記の証明はこれを利用しない形に修正している。一方『幾何学基礎論』では，定理 3.12（Ht26）
は，後述する定理 3.17（HaIII4）を使って証明され，それを利用して定理 3.11は示される。
定理 3.12を利用して，三角形の外角が隣り合わない内角よりも大きいこと（Et16）が証明され
る。また，これによって，三角形の二角挟辺（ASA）合同条件および二角一辺合同条件（Et26），
対辺と対角の大小関係（Et18, Et19），三角不等式（Et20）なども証明される。
3.3 直角
直角は，『原論』の定義（Ed11）に従う。
定義 7 (直角) 直線の上の点を端点とする半直線によって作られる隣り合う２つの角が合同で
あるとき，それらの角を直角という。
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補題 3.8あるいは系 3.9から，直角を作る半直線を延長した直線が交点に作る４つの角は全て
互いに合同である。このとき，２直線は直交するとか，一方を他方の垂線と呼ぶ。前節の議論
から，『原論』Et11, Et12による直角の存在証明も正当化される。
定理 3.13 (1) 直線 l上の与えられた点Oを通る垂線が唯一つ存在する。
(2) 直線 l外の点 P を通る，lの垂線が唯一つ存在する。
証明 垂線の存在の証明は『原論』と同様なので (1)の一意性を示す（(2)の一意性は (1)から
わかる）。点Oを端点とする半直線m,m′が直線 lの同じ側にあり，ともに lと直角を作ると仮
定する（図 14）。点Oを中心とする任意の円と，直線 lおよび半直線mとの交点を，それぞれ
A,Bおよび C とする。半直線m′ が ∠AOC 内にあるとき，線分AC とm′の交点をDとする
と，BC = AC = AD + CD = BD + CD となり三角不等式に矛盾する。□
公準 3(2)で仮定した２円の交点が，実はちょうど２点あること（[5, 系 11.5]）が示される。
命題 3.14 ２つの円の一方が他方の内部と外部にまたがるとき，それらの交点は，ちょうど２
点存在する。
証明 ２円 Γ,∆の中心をそれぞれ O,O′ とする。公準 3(2)より，２円は交わり，交点の１つ
をAとする。このとき，Aは直線OO′上の点ではない。なぜなら，もしAが直線OO′上にあ
ると仮定すると，i) AがO,O′の間にある場合，Γの内部にある∆の任意の点をBとすると，
OB < OA, O′B = O′Aであるから，OO′ = OA+O′A > OB+O′Bとなる。ii) O′がO,Aの間
にある場合，Γの外部にある∆の任意の点をC とすると，OC > OA, O′A = O′Cであるから，
OC > OA = OO′ +O′A = OO′ +O′C となり，いずれも三角不等式に反するからである。Aを
通る，直線OO′の垂線を lとし，lと直線OO′の交点をHとする。Hは２円の内部にあるので，
公準 3(1)より直線 lは円Γ,∆とそれぞれちょうど２点で交わる。それらの１つはAであり，も
う一つの点をそれぞれA′, A′′とする（図 15）。△OAA′は二等辺三角形より，∠OAA′ ≡ ∠OA′A
であり，lとOO′はH で直交するので，∠OHA ≡ ∠OHA′（直角）より，△OAH ≡ △OA′H
（二角一辺相等）。従って，AH ≡ A′Hであり，特にA,A′は直線OO′に関して反対側にある。
同様に，AH ≡ A′′HすなわちA′ = A′′が成り立つ。□
『原論』では直角の合同性（Ep4）を公準として仮定しているが，本稿では，第 4公準は他
の公準・公理から証明できることを示す。
定理 3.15 (公準 4) 全ての直角は合同である
証明 平面上に，２直線 l,mが点Oで直交し，２直線 l′,m′が点O′で直交していると仮定する。
系 3.9より，O,O′の周りの４つの角は，それぞれ互いに合同である。Oの周りの直角 ∠(l,m)
と，O′の周りの直角∠(l′,m′)が合同であることを示す。
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図 14: 垂線の一意性
図 15: ２円の交点
(i) l = l′のケース（図 16）：OO′の中点をMとし，直線mのOと異なる任意の点をAとする。
直線AM の延長に，AM =MBを満たす点Bを取る。二辺挟角相等より△AOM ≡ △BO′M
であるから，∠AOM ≡ ∠BO′M である。補題 3.8より，直線BO′ はO′を通る lの垂線となり，
垂線の一意性（定理 3.13(1)）よりm′に一致する。従って∠(l,m) ≡ ∠(l′,m′)が成り立つ。
(ii) O = O′のケース（図 17）：l,mと l′,m′は互いに異なると仮定してよい。l上のOと異な
る任意の点をAとし，Aから l′に下した垂線の足をBとする。このとき，(i)より，l′,m′のな
す直角∠(l′,m′)と∠OBA は合同である。定理 3.5より，半直線OA上にOC = OB を満たす点
Cを取り，半直線OB上に，OD = OAを満たす点Dを取ることができる。△OAB ≡ △ODC
（二辺挟角相等）より∠OCD ≡ ∠OBA が成り立ち，補題 3.8より∠OCDは直角である。(i)よ
り∠OCD ≡ ∠(l,m) であるから，∠(l,m) ≡ ∠OCD ≡ ∠OBA ≡ ∠(l′,m′) が成り立つ。
(iii) 一般のケース（図 18）：点O,O′における直線OO′の垂線をそれぞれ n, n′とおく。(ii) よ
り点Oにおいて ∠(l,m) ≡ ∠(n,OO′)，点O′において ∠(l′,m′) ≡ ∠(n′, OO′) が成り立つ。(i)
より ∠(n,OO′) ≡ ∠(n′, OO′) であるから∠(l,m) ≡ ∠(l′,m′) が成り立つ。□
図 16: 公準 4（l = l′） 図 17: 公準 4（O = O′） 図 18: 公準 4（一般）
注意 3.16 公準 4について，[1] の解説では，第 5公準（Ep5）で “二直角”という言葉が現れる
ので，直前の第 4公準（Ep4）で直角を角度の単位として使えるよう，直角の唯一性を保障し
たのであろうと説明されている。三浦 [6]は，公準 4が他の公準・公理から２通りの方法で証明
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できることを示しているが，どちらも「重ね合わせの方法」を用いている。ハーツホーン [5]に
も，「公準 4は重ね合わせの方法で容易に証明できるが，ユークリッドは重ね合わせの証明を極
力避けた」と説明されている（[5, 命題 9.6]）。重ね合わせの証明では，任意の平角が合同であ
ること（Et13に相当）が仮定されており，この証明に公準 4が利用されていると考えられるた
め循環論法である。ヒルベルト [4]では，公準 4はHt21として証明されているが，この証明に
は，次の定理 3.17（HaIII4）を利用している。
定理 3.17 与えられた角∠BACと与えられた半直線DF に対して，直線DF の与えられた側
に，∠BAC ≡ ∠EDF となるような唯一の半直線DEが存在する。
証明 ∠BAC が直角のときは，Dを通る直線DF の垂線で与えられた側を通る半直線をDE
とすれば，定理 3.15（公準 4）から ∠BAC ≡ ∠EDF が成り立ち，DEの一意性も示される。
よって，∠BACは直角でないと仮定する。
半直線AB上に任意に点Bを固定し，Bから直線ACに下した垂線の足をHとする（図 19）。
Hが半直線AC内にあるときを説明する。半直線DF 上に，点KをDK = AHとなるように
取り，Kを通るDF の垂線上で，直線DF に関して与えられた側に，KE = HB を満たす点
Eを取る。このとき，定理 3.15（公準 4）より∠AHB ≡ ∠DKE は直角より，二辺挟角相等か
ら，△AHB ≡ △DKE である。従って，∠BAH ≡ ∠EDK であり，半直線DEが求める半直
線である。HがAに関してCと反対側にあるときは，KをDに関して F と反対側に取って同
じようにすればよい。条件を満たす半直線DE ′が他にあると仮定する。ただしE ′は直線KE
との交点にとる。△DKE ′ ≡ △AHB（二角挟辺相等）より，KE ′ ≡ HB ≡ KE であるから，
公理 4(3)よりE = E ′ 従って半直線DEは一意的である。□
図 19: 与えられた角度を半直線上に作る
定理3.17は，『原論』Et23であり，『幾何学基礎論』では公理HaIII4である。定理3.17により，角
度の大小関係や和・差が定義できる。２つの角a = ∠AOB, b = ∠CPD が与えられたとき，直線
OAに対してBと同じ側に，半直線OD′が唯一つ存在して，b′ = ∠AOD′ は角 b = ∠CPD と合
同である。b′ > a, b′ = a, b′ < aに応じて，角度の大小をそれぞれ (b) > (a), (b) = (a), (b) < (a)
と定める。ここで，(b) < (a)のとき，角度の差を (a)− (b) = (a− b′) = (∠BOD′) と定義する。
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また直線OBに対してAと反対側に，b′′ = ∠BOD′′ ≡ b を満たす半直線OD′′が唯一つ存在す
る。このとき，角度の和を (a)+ (b) = (a+ b′′) = (∠AOD′′) と定義する。定理 3.10を利用して，
角度の大小や和が正しく定義されることが確かめられる（Ht20, Ht15参照）。また定理 3.17よ
り，三角形の三辺相等（SSS）合同条件（Et8=Ht18）も証明できる。
定理 3.18 (三辺相等) 対応する三辺の等しい２つの三角形は合同である。
3.4 平行線公理
『原論』の第 5公準（Ep5）の表現は複雑なので，今日ではプレイフェアによる次の言い換
えがよく用いられ，平行線公理と呼ばれる。
公準 5 任意の直線 lと点 P に対し，P を通り lに平行な直線が唯 1本存在する。
平行線の存在（Et31）は公準 5なしに証明できるので，「唯１本」をやや弱く「高々１本」に
言い換えても同じである（HaIV）。公準 5から，２つの線分の長さの積や商が定義でき，正方
形の存在（Et46），三角形の内角の和が二直角であること（Et32），ピタゴラスの定理（Et47）
などが証明できる。ハーツホーン [5]は，ヒルベルトの結合公理・順序公理・合同公理（HaI～
HaIII）を満たす平面を ヒルベルト平面と呼び，これに円の公理（公準 3(2)）と平行線公理（公
準 5）を加えた平面を ユークリッド平面と定義した。また，ヒルベルト平面に円の公理のみを
追加した平面を，絶対幾何平面と呼ぶことにする。
定理 3.19 絶対幾何平面は，公準 1～3と公理 1～5を満たす平面と同値である。特に，ユーク
リッド平面は，公準 1～3, 5と公理 1～5を満たす平面と同値である。
証明 公準 1～3と公理 1～5から，定理 3.1, 3.5, 3.6(3), 3.17が証明できることは既に示したと
おりである。逆に，円の公理（公準 3(2)）を満たすヒルベルト平面において，公準 3(1), 公理
3, 4(2)(3) が証明できる（[5]参照）。□
ヒルベルト [4]は，さらに連続性公理HaV として，アルキメデスの公理HaV1と１次元の完
全性公理HaV2を追加している。連続性公理は，ユークリッド平面が本質的に実数平面R2であ
ることを規定する公理で，円の公理は連続性公理から導ける。また，佐々木 [2]のように，初め
から長さや角度が実数と対応付けられることを仮定する教科書もある。しかし本稿では，ハー
ツホーン [5]と同様，実数の連続性のような現代数学的概念を用いた議論は，『原論』の精神に
はそぐわないと考え，これを利用しない立場を取る。
最後に『原論』『幾何学基礎論』と本稿の命題の対応関係を表 1に示す。
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表 1: 『原論』『幾何学基礎論』との関係
原論 幾何学基礎論 本稿 備考
Ep1,Ea9 HaI1,HaI2 公準 1 Ea9を統合した
Ep2 HaII2 公準 2
Ep3 公準 3 HaV から証明可，[5, 公理 E, 命題 11.6]
Ep4 Ht21 定理 3.15
Ep5 HaIV 公準 5
Ea1 HaIII2, Ht19 公理 4(1)
Ea2 HaIII3 定理 3.6(3) 角についてはHt15, 定理 3.10
Ea3 公理 4(2) HaIII3 から証明可
Ea8 公理 4(3) HaIII1 から証明可
Et4 HaIII5 公理 5 『原論』の Ea7による証明は不完全
HaI3 公理 1
HaII1,HaII3 公理 2 Ht4を採用
HaII4 公理 3 Ht8, 定理 3.1とそれぞれ同値
Et2 HaIII1 定理 3.5
Et23 HaIII4 定理 3.17
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